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Zadanie 1
Niech 1A oznacza funkcjȩ charakterystyczna̧ zbioru A. Pokazać że:

1limAn

= lim1An
i 1limAn

= lim1An
.

(Granica górna i dolna dla cia̧gu funkcji jest rozumiana tak jak na analizie - w
każdym punkcie dziedziny.)

Zadanie 2
Udowodnić, że podcia̧g zbieżnego cia̧gu zbiorów jest zbieżny do tej samej granicy.

Zadanie 3
Udowodnić, że nastȩpuja̧ce warunki sa̧ równoważne:
1. lim An = A
2. lim(An∆A) = ∅
3. lim(An∆A) = ∅
(A∆B oznacza różnicȩ symetryczna̧ (A \B) ∪ (B \A).)

Pierścieniem nazywamy rodzinȩ A speÃlniaja̧ca̧ warunek:

A, B ∈ A =⇒ (A ∪B ∈ A) ∧ (A \B ∈ A).

Zadanie 4
Udowodnij, że rodzina A jest pierścieniem wtedy i tylko wtedy gdy jest zamkniȩta
na różnice zbiorów i na sumy rozÃla̧czne.

Zadanie 5
Udowodnij, że rodzina A jest ciaÃlem wtedy i tylko wtedy gdy jest pierścieniem
zawieraja̧cym X.

Zadanie 6
Czy każda rodzina zamkniȩta na dopeÃlnienia i sumy rozÃla̧czne jest ciaÃlem?

Zadanie 7
Jeśli Y ⊂ X, Y 6= X (czyli Y jest podprzestrzenia̧ wÃlaściwa̧ przestrzeni X) i A jest
ciaÃlem w przestrzeni Y , to A jest pierścieniem (ale nie ciaÃlem) w przestrzeni X.
Uzasadnij to.

Zadanie 8
Podaj przykÃlad pierścienia, który nie jest ciaÃlem w żadnej podprzestrzeni.



Zadanie 9
Rodzina A nazywa siȩ sigma-ciaÃlem jeśli jest jednocześnie ciaÃlem i rodzina̧ monoto-
niczna̧. Wykaż, że warunkiem równoważnym jest zamkniȩtość na dopeÃlnienia i
sumy przeliczalne. Czyli, że A jest sigma-ciaÃlem wtedy i tylko wtedy gdy

A ∈ A =⇒ Ac ∈ A

oraz
∀n∈N An ∈ A =⇒

⋃
n

An ∈ A

Zadanie 10
Wykaż, żeA jest sigma-ciaÃlem wtedy i tylko wtedy gdyA zawiera X, jest zamkniȩta
na różnice zbiorów i na przeliczalne sumy rozÃla̧czne.

Zadanie 11
Podaj przykÃlad ciaÃla, które nie jest sigma-ciaÃlem.

Zadanie 12
Sprawdź, że jeśli ciaÃlo zawiera tylko skończenie wiele zbiorów to jest sigma-ciaÃlem.

Zadanie 13
Niech A bȩdzie sigma-ciaÃlem. Wykaż, że dla każdego cia̧gu An zawartego w A,
limAn ∈ A i limAn ∈ A

Zadanie 14
Wykaż, że przekrój dowolnej kolekcji sigma-ciaÃl jest sigma-ciaÃlem.

Zadanie 15
Wykaż, że dla dowolnej rodziny A istnieje najmniejsze sigma-ciaÃlo zawieraja̧ce A,
to znaczy takie sigma ciaÃlo σ(A), że A ⊂ σ(A) oraz jeśli A ⊂ B i B jest sigma-
ciaÃlem, to σ(A) ⊂ B.
Uwaga: σ(A) nazywamy sigma-ciaÃlem generowanym przez A.

Zadanie 16
Niech X = R. Jakie jest sigma-ciaÃlo generowane przez zbiory jednopunktowe?

Zadanie 17
Wykaż, że sigma-ciaÃlo generowane przez odcinki otwarte zawiera także odcinki póÃl-
domkniȩte i domkniȩte oraz że sigma-ciaÃlo generowane przez odcinki domkniȩte
zawiera odcinki póÃl-domkniȩte i otwarte.


